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和文概要: SAT ソルバーの一つである minisat および順序

符号化手法 sugar を用いて正多面体に対して Magic Graph

を構成する方法を述べ，その高速化手法を提案する．さらに

正多面体での Magic Graph の定和の分布に関する性質を

述べる．与えられたグラフに対して頂点・辺に配置する数字

の個数 mv, me に対して 1 から小さな数を頂点に配置して

Magic Graph が構成できる場合を Super と定義する．実

現可能な候補となる定和の全てを構成できるとき，Perfect，

Superでないとき SemiPerfect，それ以外の定和が不規則に

出現する場合を Singular と定義する．本論文では Perfect,

SemiPerfect 伝搬定理を証明する．その性質を用いて正多

面体の Magic Graph の定和の構成可能性について述べる．

1. ま え が き

魔方陣（magic square）は 1 から連続した全ての数字をただ

一度だけ用いて方形に数字を配置し縦横斜めの数字の和を一定

にする数学問題である．方形の大きさ k を次数と呼ぶ．方形の

面積が k2 であるので使用する数字は n = k2 であり，1 から n

の総和は n(n+1)
2

であって，行 (および列) の個数が k であるの

で一定値 S は式（1）を満たすことになる．

k · S =
n(n+ 1)

2
=

k2

2
· (k2 + 1) (1)

この S を定和（magic sum）⋆1と呼ぶ．図 1に３次の魔方陣を

示す．定和は式（1）で与えた通り，S = 15 である．

4 9 2

3 5 7

8 1 6
k = 3, n = 9, S = 15

図 1 ３次の魔方陣
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The University of Aizu

⋆1 magic constant と呼ぶこともある．
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(a) Smin = 9 (b) Smax = 12
v = e = 3,mv = me = 1, n = 6

図 2 三角形 C3 への [1, 1] EMTL の例

図 2 に示すようにグラフ G = (V, E) の頂点・辺の集合

V,E (v = |V |, e = |E|) に連続した整数を全てただ一度だけ配

置して辺または頂点での和が一定となるグラフをmagic graph，

配置を与える写像を magic label と呼ぶ．本論文ではグラフと

は平面グラフに限らない一般の無向グラフであり，多重辺やルー

プを含んでも良いし，連結グラフでなくても良い．ただし，孤立

した頂点を持たないものとする．

Sedláček（1963）1)がmagic graph問題を提起して以来，Mac-

Dougall等（2002）2)の V ∪Eから {1, 2, · · · , v+e}への双射であ

る Vertex-Magic Total Labeling (VMTL)，Wallis等（2000）3)

の Edge-Magic Total Labeling (EMTL)や Sugiyama（2014）4)

の一般化 EMTL などが検討されてきた．基礎的概念，性質，研

究の歴史を体系的に述べている Marr& Wallis (2013)5) 及び研

究の歴史，得られている結果の一覧については Gallian（2016）6)

を参照すると良い．

正多面体のような大規模なグラフに対してMagic Graph の条

件を満たす写像を手作業で構成するのは容易ではない7)．本論文

では SAT ソルバーを用いた Magic Graphの解の探索の高速化

について述べ，正多面体における EMTL の構成と性質について

述べる．

2. Magic Graph と magic sum

Marr& Wallis (2013)5) に従えば V ∪E から n 個の整数の集

合 C = {c1, c2, · · · , cn} への式（2）のグラフラベリングの写像

λ : V ∪E → C (2)

が双射であり，λ がグラフの着目する構成要素（頂点，辺，面

など）での数字の和が一定になる時，その和を定和，写像 λ を

magic labeling，グラフ G を magic graph と呼ぶ．グラフの

辺に着目する場合を edge-magic (EM)，頂点に着目する場合を

vertex-magic (EM)，グラフの面に着目する場合を face-magic

(FM) と呼ぶ．頂点に配置する場合 (D = V ) を vertex label

(VL), 辺に配置する場合 (D = E) を edge label (EL)，両方に

配置する場合 (D = V ∪ E) を total label (TL) と呼んで区別

してきた．edge-magic かつ total label の場合を EMTL と略

す．ただし従来の研究では頂点や辺に配置する数字の個数は０

個または１個であった．本論文では edge-magicで定義域は常に

D = V ∪E であるので edge-magic total labeling（EMTL）の

用語を用いる．

本論文では頂点・辺に複数個の数字をラベルとして配置する
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ためグラフ G の頂点 V と辺 E から連続する自然数の集合

{1, 2, · · · , n} の分割への写像 λ

λ : V ∪E → 2{1,2,···,n}

{

λ(z) ∩ λ(z′) = φ (z, z′ ∈ V ∪E)
⋃

z
λ(z) = {1, 2, · · · , n}

(3)

を graph labeling と呼ぶ．辺 eℓ = vivj に対して λ を用いて重

み λ∗(eℓ) を式 (4)で定義する．

λ
∗(eℓ) = λ(vi) + λ(eℓ) + λ(vj) (4)

全ての辺 eℓ ∈ E が式（5）を満す時，Edge Magic Total Label

(EMTL) とよび， S を定和 (magic sum) と呼ぶ5)．

λ
∗(eℓ) = S (constant) (5)

ここで定和 S が満たす定和方程式（6）が導かれる8)．ただし

λ(vi) の和の計算は λ(vi) に属する数の和を求めることと定義

する．✓ ✏
命題 1 定和方程式

e · S =

v
∑

i=1

(di − 1)λ(vi) +
n(n+ 1)

2
(6)

✒ ✑
証明は省略する．頂点・辺に置く数字の個数が各々一定値 mv, me

の時，斉次 [mv,me] EMTL と呼ぶ．λ を [mv,me] EMTL と

すると使用する数字 n は頂点・辺の個数 v = |V |, e = |E| を用

いて式（7）で与えられる．

n = mvv +mee (7)

定和方程式（6）から定和 S は頂点に配置する数字集合 λ(vi) で

決定されることが分かる．式（6）を用いて5) の定理 2.19) は n

に関する定理 1 に一般化できる8)．定理は λ が斉次型であるこ

とを仮定しない．✓ ✏
定理 1 EMTL の非存在

グラフ G の辺の個数 e を偶数とし，全ての頂点の次数を奇

数とする．n ≡ 1, 2(mod. 4) であれば G に対して EMTL

は存在しない．
✒ ✑
証明は省略する．非存在性に関する定理 1とは異なり EMTL が

存在する場合にその定和が受ける制約に関して以下が成り立つ．✓ ✏
定理 2 EMTL の定和の制約

( 1 ) 正則グラフ G の辺の個数 e と頂点の次数 d に対して

最大公約数を c = (e, d−1)とし，e = ce′, d−1 = cd′

とする．d′ > 1 であれば EMTL の定和 S は

S ≡ S0(mod. d′) を満たす．

( 2 ) グラフ G の辺の個数 e を奇数とし，全ての頂点の次

数を奇数とする．G に対する EMTL の定和は n ≡

0, 3(mod. 4) であれば S は偶数，n ≡ 1, 2(mod. 4)

であれば S は奇数である．
✒ ✑
証明は省略する． 以降では斉次 EMTL に限定する．式（6）の

右辺の第１項を式（8）で表す．

S̃V =

v
∑

i=1

(di − 1)λ(vi), (SV =

v
∑

i=1

λ(vi)) (8)

定和 S と S̃V との関係を述べる．✓ ✏
命題 2 定和の性質

( 1 ) 定和 S は S̃V の値で決定される．S̃V の最大・最

小 S̃V,max, S̃V,min に対応する S の最大・最小値を

Smax, Smin と表す．

( 2 ) Smax, Smin および S̃V,max, S̃V,min の間に以下の関係

が成り立つ．

e(Smax − Smin) = S̃V,max − S̃V,min (9)

( 3 ) 頂点 vi に配置する数字 λ(vi) の総和 SV の最大値・

最小値 SV,max, SV,min は式（10）で，それらの和，

差は式（11）,（12）で与えられる．
{

SV,max = nmvv −
mvv(mvv−1)

2

SV,min = mvv(mvv+1)
2

(10)

SV,max − SV,min = mvvmee (11)

SV,min + SV,max = mvv(n+ 1) (12)

✒ ✑
証明は省略する．一般にグラフにおいて頂点の次数 di と辺の個

数 eについて
v

∑

i=1

di = 2e が成り立つ10)．G が正則グラフの場

合には式（13）が成り立ち，S̃V = (d− 1)SV で計算される．

d · v = 2e (13)

式（6）から最大・最小定和に関する命題 3が得られる．✓ ✏
命題 3 正則グラフにおける [mv,me] EMTLの最大・

最小定和の差

正則グラフにおける [mv,me] EMTL の最大・最小定和

Smax, Smin の差は式（14）で与えられる．

Smax−Smin = (d−1)mvvme = mvme(2e− v)(14)

✒ ✑
証明は省略する．Enomoto 等11)は EMTL λ[1,1] において v 個

の頂点に数字 {1, 2, · · · , v} を配置する場合を super edge-magic

と呼んだ．本論文ではその定義を [mv,me] EMTL に拡張する．✓ ✏
定義 1 Super EMTL 及び Upper EMTL

グラフ G の v 個の頂点に数字 {1, 2, · · · ,mvv} を配置す

る EMTL λ[mv,me] を [mv ,me] Super EMTL (SEMTL)

と呼ぶ．v 個の頂点に数字 {n, n − 1, · · · , n − mvv + 1}

を配置する EMTL λ[mv,+me] を [mv,me] Upper EMTL

(UEMTL) と呼ぶ．
✒ ✑
Super EMTL の定和は命題 2の最小定和 Smin であり，Upper

EMTL の定和は最大定和 Smax である．EMTL が存在する定

和の最大値・最小値を定和最大値・定和最小値及び最大 EMTL・

最小 EMTL と呼び，S∗
max, S

∗
min 及び λmax, λmin と表す．定義
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から Smin ≤ S∗
min ≤ S∗

max ≤ Smax である．

頂点に 1 ∼ mvv を配置する場合が最小となることと式 (10)

を用いて式 (15)が得られる．
{

Smin = mv(mvv + 1) +mvvme + 1
2
·me(mee+ 1)

Smax = 2mvmee+mv(mvv + 1) + 1
2
·me(mee+ 1)

(15)

[1, 1] Super EMTL に対して成り立つ Enomoto の不等式11)

「e < 2v − 3」 は以下のように拡張できる．✓ ✏
命題 4 EMTL λ[mv ,me] に対する Enomoto の不等式

頂点数 v，辺の数 e の [mv,me] EMTL に対して以下の不

等式が成り立つ．

me(2−me)e < mv(2mv +me − 1)v + β (16)

ここで β = 1− 2mv(2mv +me − 1) − (me − 1)2．
✒ ✑
証明は省略する．

3. EMTLの変換と合成

与えられた EMTL から他の EMTL を作り出す方法を述べる．

3.1 アフィン変換と [mv,me] EMTL

式（2）の集合 C = {c1, c2, · · · , cn} のグラフラベリング写像

λ : V ∪ E → 2{c1,c2,···,cn} と整数係数のアフィン変換 f(x) =

ax+ b (a 6= 0) との合成 f ◦ λ : V ∪ E → 2{f(c1),f(c2),···,f(cn)}

を以下で定義する．

f ◦ λ(z) = {f(x) | x ∈ λ(z)} (z ∈ V ∪E)✓ ✏
命題 5 EMTL のアフィン変換

( 1 ) λ が定和 S の edge-magic であれば，f ◦ λ も

edge-magic であり，その定和の値 S̃ は式（17）

で与えられる．

S̃ = aS + b(2mv +me) (17)

( 2 ) C = {1, 2, · · · , n} に対して r(x) = −x+ n + 1 で

λ が EMTL であれば r ◦ λ も EMTLとなる．
✒ ✑
証明は省略する．G における二つの写像 λ, λ′ が r(x) を用いて

λ′ = r ◦ λ とできる時，それらの写像 λ, λ′ を双対（dual）2) と

定義し関係式（18）で表す．

(λ, S)⇐⇒ (λ′
, S

′) (18)

r ◦ r = id(恒等写像) であるので λ′ = r ◦ λ と λ = r ◦λ′ とは等

価である．ここで双対性に関する定理 3と命題 6が成り立つ8)．✓ ✏
定理 3 [mv,me] EMTLにおける双対定和の性質

双対 (λ,S)⇐⇒ (λ′, S′) である時，以下が成り立つ．

( 1 ) それぞれの定和： S + S′ = (2mv +me)(n+ 1)

( 2 ) 対応する頂点： λ(vi) + λ′(vi) = mv(n+ 1)

( 3 ) 頂点での総和： SV + S′
V = mvv(n+ 1)

✒ ✑
証明は省略する．

✓ ✏
命題 6 Super/Upper [mv,me] EMTL の双対性

( 1 ) 最小（最大）EMTL の双対は最大（最小） EMTL

である．

S
∗
max + S

∗
min = (2mv +me)(n+ 1) (19)

( 2 ) Super（Upper） EMTL の双対は Upper（Su-

per） EMTL である．

Smax + Smin = (2mv +me)(n+ 1) (20)

✒ ✑
証明は省略する．命題 6から Super/Upper (最大/最小) EMTL

の一方が構成できれば他方も構成可能である．図 2-(a)の Super

EMTL (λmin, Smin)から図 2-(b)の Upper EMTL (λmax, Smax)

を変換 r(x) = 7 − x (n = 6) で生成できる．定和 S(Smin ≤

S ≤ Smax) を持つ EMTL の存在は定和 S′ を持つ EMTL

の存在と同値であり，一方を構成すれば良いことになる．C3

（mv = 1,me = 1）の定和候補 9, 10, 11, 12 の 9, 12 および

10, 11 は双対な配置から生成できることになる．定和 S = 11 を

持つ配置も構成できるので C3に対し定和は S = 9, 10, 11, 12 を

持つ EMTL が全て存在することになる．

一般に r(x) = n + 1 − x, e(x) = x 以外のアフィン変換

f(x) = ax + b では値域 C = {1, 2, · · · , n} が変ってしまう．

値域を変えないアフィン変換の実現法として剰余環 Zn におけ

るアフィン変換を用いる方法がある12)．

3.2 EMTL の合成

グラフ G の 二つの [m
(1)
v ,m

(1)
e ], [m

(2)
v , m

(2)
e ] EMTL λ(1) =

λ
[m

(1)
v

,m
(1)
e

]
, λ(2) = λ

[m
(2)
v

,m
(2)
e

]
(n(1) = m

(1)
v v + m

(1)
e e 及び

n(2) = m
(2)
v v +m

(2)
e e で定和 S(1), S(2)) を用いて，一方の λ(2)

をアフィン変換 fn(1) (x) = x + n(1) で fn(1) ◦ λ(2) と変換しも

う一方の λ(1) で配置する数字と重複しないようにすることで新

たな λ を式（21）で構成する．

λ(z) = λ
(1)(z) ∪ (fn(1) ◦ λ

(2))(z) (z ∈ V ∪ E) (21)

これを合成（和）と呼び，λ = λ(1) ⊕ λ(2) と表すことにする．✓ ✏
命題 7 EMTL の合成の定和

グラフ G の二つの EMTL
{

λ(1) = λ
[m

(1)
v

,m
(1)
e

]
(n(1) : 数字の個数, S(1) : 定和)

λ(2) = λ
[m

(2)
v

,m
(2)
e

]
(n(2) : 数字の個数, S(2) : 定和)

の合成（和）で得られる λ = λ(1)⊕λ(2) は EMTLであり，

その定和は式（22）で与えられる．

S = S
(1) + S

(2) + n
(1) · (2m(2)

v +m
(2)
e ) (22)

ここで λ の使用する数字，頂点に配置する数字，辺に配

置する数字の個数 n,mv,me は n = n(1) + n(2), mv =

m
(1)
v +m

(2)
v ,me = m

(1)
e +m

(2)
e である．

✒ ✑
証明は省略する． 構成法から明らかなように演算 ⊕ は非可換，

即ち λ1 ⊕ λ2 6= λ2 ⊕ λ1 である．自明な [2, 0], [0, 2] EMTL に

3 c© 2017 Information Processing Society of Japan
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ついて述べる．✓ ✏
命題 8 自明な [2, 0], [0, 2] EMTL の存在

任意のグラフ G （v: 頂点の数，e: 辺の数） に対して以

下の自明な EMTLが存在する．
{

λtrivial
[2,0] (n = 2v,定和 S = 2(2v + 1))

λtrivial
[0,2] (n = 2e,定和 S = 2e + 1)

✒ ✑
証明は省略する． 自明な EMTL の合成を用いて自明な [2, 2]

EMTL を構成できる．✓ ✏
命題 9 自明な [2, 2] EMTL の存在

任意のグラフ G（v: 頂点の数，e: 辺の数）に対して以下の

自明な [2, 2] EMTL (n = 2(v+ e)) が存在する．一方の λ1

は Super EMTL で最小定和Smin = 8v+2e+3 を，もう一

方の λ2 はUpper EMTL で最大定和 Smax = 4v+10e+3

を与える．
{

λ1 = λtrivial
[2,0] ⊕ λtrivial

[0,2] (Smin = 8v + 2e+ 3)

λ2 = λtrivial
[0,2] ⊕ λtrivial

[2,0] (Smax = 4v + 10e + 3)

定和に関して以下の不等式が成り立ち，等号は全ての頂点

の次数が di = 1 に限る．

Smax − Smin = 4(2e− v) ≥ 0
✒ ✑
証明は省略する． 命題 9は容易に拡張できる．✓ ✏

命題 10 自明な [2k, 2ℓ] EMTL とその個数

自明な EMTL λtrivial
[2,0] , λtrivial

[0,2] の組み合せで構成できる

[2k, 2ℓ] EMTL の個数 ϕ(k, ℓ) は ϕ(k, ℓ) =
(k + ℓ)

k!ℓ!
で与え

られる．
✒ ✑
証明は省略する． 命題 8の自明な EMTLとの合成 ⊕ で得られ

る EMTL とその定和について述べる．✓ ✏
命題 11 自明な EMTL との合成で得られる EMTL

( 1 ) グラフ G （v: 頂点の個数，e: 辺の個数）の定

和 S の EMTL λ = λ[mv,me] と自明な EMTL

λtrivial
[2,0] , λtrivial

[0,2] との合成 ⊕ で得られる４つの [mv +

2,me], [mv,me + 2] EMTL の定和は以下で与えら

れる．ここで m = 2mv +me とする．
{

λ⊕ λtrivial
[2,0] (S′ = S + 2(2v + 1) + 4n)

λtrivial
[2,0] ⊕ λ (S′ = S + 2(2v + 1) + 2vm)

{

λ⊕ λtrivial
[0,2] (S′ = S + (2e+ 1) + 2n)

λtrivial
[0,2] ⊕ λ (S′ = S + (2e+ 1) + 2em)

( 2 ) λ が Super EMTL であれば λ⊕λtrivial
[0,2] , λtrivial

[2,0] ⊕ λ

は Super EMTL となる．

( 3 ) λ が Upper EMTL であれば λ⊕λtrivial
[2,0] , λtrivial

[0,2] ⊕λ

は Upper EMTL となる．
✒ ✑

証明は省略する．✓ ✏
定義 2 EMTL の定和分布の分類

( 1 ) グラフ G が [mv,me] Super EMTL λ[mv ,me] であ

り，さらに最大・最小定和 Smax, Smin の間の任意の

定和 S ∈ [Smin, Smax] を与える　 λ
(S)

[mv ,me]
が存在

する時，[mv,me] Perfect EMTL と定義する．

( 2 ) グラフ G が [mv,me] Super EMTL でないが

S∗
min = ⌈Smin⌉, S

∗
max = ⌊Smax⌋ で与えられ

S∗
max, S

∗
min の間の任意の定和 S ∈ [S∗

min, S
∗
max] を与

える　 λ
(S)

[mv,me]
が存在する時，[mv,me] SemiPer-

fect EMTL と定義する．

( 3 ) それ以外を Singular と定義する．
✒ ✑
命題 8 で与えた自明な EMTL λtrivial

[2,0] , λtrivial
[0,2] との合成 ⊕ を用

いて Perfect EMTL の伝搬定理を示す．✓ ✏
定理 4 Perfect, SemiPerfect EMTL の伝搬

グラフ G が [mv,me] Perfect EMTL とする．

( 1 ) mv ≥ 2 の時，任意の k ≥ 1 に対して [mv +2k,me]

Perfect EMTLである．

( 2 ) me ≥ 2 の時，任意の ℓ ≥ 1 に対して [mv,me + 2ℓ]

Perfect EMTLである．

グラフ G が [mv,me] SemiPerfect EMTL とする．

( 1 ) mv ≥ 3 の時，任意の k ≥ 1 に対して [mv +2k,me]

SemiPerfect EMTLである．

( 2 ) me ≥ 3 の時，任意の ℓ ≥ 1 に対して [mv,me + 2ℓ]

SemiPerfect EMTLである．
✒ ✑
証明は省略する．定理 4から出現するとしても Singular は小さ

い値の [mv, me] で起こることが示唆される．

3.3 正多面体に対する EMTL について

正多面体の頂点・辺の数などを表 1 に示す．図 3 に正４面体

(mv = 1, me = 2) EMTL の構成例を示す．定理 1を用いて正多

面体に対するEMTLの非存在及び Super EMTL/Upper EMTL

EMTL の非存在を示す命題 12が得られている7)．さらに平面グ

ラフ表示の正多面体 (mv = 1,me = 2) の構成例と漸化的構成

法4) を用いて命題 13が得られる．

表 1 正多面体の頂点，辺，面の個数と次数
正多面体 頂点 (v) 辺 (e) 面 (f) 次数 (d)

4 4 6 4 3

6 8 12 6 3

8 6 12 8 4

12 20 30 12 3

20 12 30 20 5

4 c© 2017 Information Processing Society of Japan



平成 29 年度 情報処理学会東北支部研究会（日本大）
IPSJ Tohoku Branch SIG Technical Report

資料番号: 2017-2-3

2018/02/10

2

7

6 16 9
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3 5 14 4

v = 4, e = 6, mv = 1,me = 2, n = 16, Smin = 26

図 3 正４面体の [1, 2] 最小 EMTL の構成例

mgp file
−→ mgp2csp

csp file
−→ sugar −→ minisat

探索結果
−→

図 4 SAT による Magic Graph 探索処理の流れ

✓ ✏
命題 12 正多面体 [mv,me] EMTL の非存在

( 1 ) 正４, １２, ２０面体において me が奇数の時，

[mv,me] EMTL は存在しない．

( 2 ) 正多面体において me が奇数の時，Super/Upper

EMTL は存在しない4)．
✒ ✑
証明は省略する．

注: 正６面体の場合は v ≡ 0, e ≡ 0(mod. 4) であるのでmv,me

に依らず n ≡ 0(mod. 4) となり，定理 1を適用できないので判

定できない．✓ ✏
命題 13 正多面体 [mv,me] EMTL の存在

正多面体において任意の非負の整数 mv ≥ 0 に対して

me ≥ 2 が偶数の時，EMTL λ[mv ,me] は存在する．特

に Super/Upper EMTL が必ず存在する．
✒ ✑
証明は省略する．

4. SAT ソルバーによる Magic Graph の構成

本論文では SATソルバーのminisatと符号化器の sugar13)–15)

を用いてMagic Graphを構成する16)．処理の流れを図 4に示す．

4.1 csp の生成と探索

以下の PH-4.m_v:1.m_e:2.mgp は正４面体 (mv = 1,me = 2)

を表す mgp (Magic Graph Profile) ファイルである．第１行目

は v, e,mv,me, d を，２行目以降は辺数 e の辺 eℓ の両端の頂点

vi, vj の番号 i, j を表している．

PH 4.m v:1.m e:2.mgp✓ ✏
4 6 1 2 3 # v=4, e=6, m_v=1, m_e=2, d=3

0 1 # 辺 0: 頂点 0, 頂点 1

0 2 # 辺 1: 頂点 0, 頂点 2

0 3 # 辺 2: 頂点 0, 頂点 3

1 2 # 辺 3: 頂点 1, 頂点 2

2 3 # 辺 4: 頂点 2, 頂点 3

3 1 # 辺 5: 頂点 3, 頂点 1

✒ ✑
magic graph探索条件を表すmgpファイルから cspファイルを

生成するmgp2csp を作成した．以下は PH_4.m_v:1.m_e:2.mgp

から生成された csp ファイル PH_4.m_v:1.m_e:2.csp.S:26 (定

和 S = 26)である．n = 16であるので 16個の変数 (v_i, e_i_j)

が 1 ∼ 16 の値を変化すること，全ての変数が異なる値を持つこ

と (alldifferent)，e = 6 個の辺の定和が S = 26 であること

((= (+ v_0 e_0_0 e_0_1 v_1) 26 )) が記述されている．
PH 4.m v:1.m e:2.csp.S:26✓ ✏

; mgp2csp PH_4.m_v:1.m_e:2.mgp (S:26)

(int v_0 1 16) ; 値の範囲指定
(int v_1 1 16)

(int v_2 1 16)

(int v_3 1 16)

(int e_0_0 1 16) (int e_3_0 1 16)

(int e_0_1 1 16) (int e_3_1 1 16)

(int e_1_0 1 16) (int e_4_0 1 16)

(int e_1_1 1 16) (int e_4_1 1 16)

(int e_2_0 1 16) (int e_5_0 1 16)

(int e_2_1 1 16) (int e_5_1 1 16)

(alldifferent v_0 v_1 v_2 v_3 e_0_0 e_0_1

e_1_0 e_1_1 e_2_0 e_2_1 e_3_0 e_3_1

e_4_0 e_4_1 e_5_0 e_5_1 ) ; 値が異なること
(= (+ v_0 e_0_0 e_0_1 v_1) 26 ) ; 辺の数字の和 = 26

(= (+ v_0 e_1_0 e_1_1 v_2) 26 )

(= (+ v_0 e_2_0 e_2_1 v_3) 26 )

(= (+ v_1 e_3_0 e_3_1 v_2) 26 )

(= (+ v_2 e_4_0 e_4_1 v_3) 26 )

(= (+ v_3 e_5_0 e_5_1 v_1) 26 )

; END

✒ ✑
SAT ソルバー及び sugar を用いて Magic Graph 生成を行っ

た．実験に用いたマシンのスペックを表 2に示す．

表 2 実験に用いたマシンのスペック
型番: HP ProDesk 600 G2 SF/CT

CPU: Core i5-6500(3.20GHz) 4core/4thread [第 6 世代]

Memory: 8GB PC4-17000(2,133MHz)

Strage: 128GB Opal2 SSD(Serial ATA/600, MLC)

Ethernet 1000BASE-T

OS Oracle Solaris 11.3

正４，６，８面体の全ての定和に対して探索成功であった．探

索時間を表 3 に示す．正４面体では探索時間は全ての定和に対

して大きな差はなかったが，正６，８面体では探索時間は定和の

値によって大きく異なり最小定和・最大定和に近いほど探索に要

する時間が大きくなった16)．

表 3 正４，６，８面体の探索時間 (mv : 1,me : 2)
平均探索時間 (s) σ 最小・最大定和 (個数)

正４面体 0.40 0.12 26:42 (17)

正６面体 181.19 858.41 50:82 (33)

正８面体 41.03 80.28 44:80 (37)
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4.2 探索の高速化の検討

4.1で述べた csp ファイルによる SAT ソルバーを用いた正１

２面体，正２０面体に対する探索に時間がかかり，また多くの場

合，動作中に error が発生して指定の定和に対する EMTL が探

索できたのは少数に限られていた．以下では探索の制約条件を追

加することで SAT ソルバーでの探索の高速化について述べる．

方法 (1): 複数数字の配置の順序制約

頂点，辺に複数数字を配置する場合の数字の順序を制約．

mv,me ≥ 2 に対して以下のように順序制約を加える．
{

v
(0)
i < v

(1)
i < · · · < v

(mv−1)
i (i = 1, 2, · · · , v)

e
(0)
ℓ < e

(1)
ℓ < · · · < e

(me−1)
ℓ (ℓ = 1, 2, · · · , e)

csp ファイルにおいて以下のような頂点や辺に配置する数

字に順序を指定する．
方法 (1): csp の記述例（正４面体）✓ ✏

( < e_0_0 e_0_1 )

...

( < e_5_0 e_5_1 )

✒ ✑
方法 (2): 頂点に配置する数字の制約

定和方程式（6）から SV の制約式を csp に記述する．

(d− 1)SV = e · S −
n(n+ 1)

2

csp ファイルにおいて以下のような頂点の和 SV の値を指

定する．
方法 (2): csp の記述例（正４面体）✓ ✏

( = ( * ( + v_0 v_1 v_2 v_3 ) 2 ) 20 )

✒ ✑
正８面体において探索時間の評価を行った．それぞれの方法を

用いた時の探索時間を図 5に示す．方法（１）では定和の値によ

り探索時間のばらつきが大きいのに対して方法（２）では全ての

定和に対してほぼ同一の探索時間となることがわかる．表 4 に

正８面体の全ての定和に対する平均探索時間を示す．平均探索時

間と高速化の効果で比較すると方法 (1)で処理速度は 6倍程度，

方法 (2)で 64倍程度，方法 (1)と (2) を組み合せても同程度と

なることが分かった．

正１２，２０面体に対する方法（１）＋方法（２）及び方法

（２）の比較を表 5 に示す．正８面体において効果が不明瞭で

あったが，正１２，２０面体においては二つの方法を組み合わせ

る事が効果があることが分かる．二つの方法を比べると圧倒的に

方法 (2)が効果的である．方法 (1)の制約は 4.1節で述べた csp

とは独立であるのに対して方法 (2) の定和方程式から得られる

制約は定和の条件式（4）から導かれるものであるので 4.1節の

csp に内包されているものである．一般にソルバーを動作させる

上で制約式を多く与えることが効果的であると言われている．内

包されていても明示することで高速化されることが分かった．こ

れら二つの方法を用いることで SAT ソルバーによる探索処理時

間が大幅に改良され，正多面体の様々な条件での Magic graph

(EMTL) の探索が可能となった．以降の実験では２つの方法を

用いることとする．

表 6 に正多面体の EMTL の全ての定和に対する平均探索時

間を示す．正２０面体ではmv = 1,me = 2 の時，命題 14で示

すように定和は偶数に限られるので，全ての定和に対する平均探

索時間と偶数のみ，奇数のみの平均探索時間を示す．この結果か

ら全ての正多面体に対して高速に探索できることが分かった．さ

らに SAT ソルバーによる探索では探索成功の場合には 3.00 秒

と非常に高速であるが，解が存在しない場合の探索には非常に時

間がかかることがわかる．
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図 5 SAT ソルバーでの正８面体 EMTL の探索時間の比較

表 4 正８面体における高速化の方法の比較
方法 探索時間 (s) σ 高速化の効果

高速化なし 41.03 80.28 1

方法（１） 6.64 13.86 6.18

方法（２） 0.64 0.05 64.11

方法（１）+（２） 0.66 0.05 62.17

表 5 正 12, 20 面体の EMTL 探索時間の比較 (mv = 1,me = 2)
方法（１）＋（２） 方法（２）
平均探索 σ 平均探索 標準
時間 (s) 時間 (s)

正１２面体 3.90 1.00 4.99 2.09

正２０面体 3.00 1.58 4.49 3.74

表 6 正多面体の EMTL 探索時間 (mv = 1,me = 2)
平均 σ 定和の区間

探索時間 (s) 最小:最大 (個数)

正４面体 0.33 0.05 26:42 (17)

正６面体 0.76 0.07 50:82 (33)

正８面体 0.66 0.05 44:80 (37)

正１２面体 3.90 1.00 122:202 (81)

正２０面体 1942.86 2628.51 98:194 (97)

偶数のみ 3.00 1.58 98:194 (49)

奇数のみ 3923.13 2489.82 99:193 (48)

4.3 正多面体の EMTL

小さい値の mv,me(≤ 3) の探索に帰着されるので以下ではそ

れらの探索を行う．
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4.3.1 正４面体と正１２面体

正４面体の [mv,me] = [1, 2](n = 16), [2, 2](n = 20),

[3, 2](n = 24) の時，Smin, Smax の間の全ての定和に対して SAT

による探索で解が全て存在し，Perfect EMTL であった．同様に

正１２面体の [1, 2](n = 80), [2, 2](n = 100), [3, 2](n = 120) の

時，SAT による探索で解が全て存在し，Perfect EMTL であっ

た．以上の結果と命題 12 および定理 4を用いて正４，１２面体

において Perfect EMTLとなる [mv,me] を図 6，図 7に示す．

1
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3

4

5

6

7

 1  2  3  4  5  6  7

m
e

mv

Perfect(SAT)
Perfect

図 6 正４面体 EMTL の種類と存在範囲
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 1  2  3  4  5  6  7

m
e

mv

Perfect(SAT)
Perfect

図 7 正１２面体 EMTL の種類と存在範囲

4.3.2 正２０面体

正２０面体 EMTL の定和 S に関して定理 2の（１）を適用

すると e = 30, d = 5 であるので c = (e, d− 1) = (30, 4) = 2 で

d′ = 2 となるので S ≡ S0(mod. 2) となり，具体的には命題 14

が成り立つ．mv,me の組み合せにより存在する範囲 Smin, Smax

の偶数または奇数のみに限定される．✓ ✏
命題 14 正２０面体 EMTL の定和

正２０面体では命題 12 から EMTL が存在するのは me

が偶数に限られるので me = 2m′
e とする．この時 EMTL

の定和は以下を満たす．

S ≡ mv +m
′
e(mod. 2)✒ ✑

証明は省略する．

[1, 2](n = 72) の全ての偶数の定和，[1, 4](n = 132) の全

ての奇数の定和，[2, me = 2(n = 84) の全ての奇数の定和，

[3, me = 2(n = 96) の全ての偶数の定和が SAT による探索で存

在した．偶数・奇数に限定して Perfect EMTL であることが分

かった．これを mod Perfect と呼ぶことにする．以上の結果と

命題 12 および定理 4を拡張適用することで正２０面体において

mod Perfect EMTLとなる [mv,me] を図 8に示す．
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Odd(SAT)

Even
Odd

図 8 正２０面体 EMTL の種類と存在範囲

4.3.3 正 ６ 面 体

[1, 1](n = 20) の場合の EMTL の存在する定和を以下に示す．

式（15）から定和は 24 : 39 の範囲で存在する可能性があるが

SAT による探索で解が存在したのは以下の 26, 28, · · · , 37 の 8

個のみであり，Singular である．

24, 25, 26 , 27, 28, 29, 30 , 31, 32, 33, 34, 35 , 36, 37 , 38, 39

[1, 2](n = 32),[2, 2](n = 40), [3, 2](n = 48)の場合，SATによ

る探索で解が全て存在し，Perfect EMTLである．[1, 3](n = 44),

[2, 1](n = 28), [2, 3](n = 52), [3, 1](n = 36), [3, 3](n = 60),

[4, 1](n = 44) [4, 3](n = 68) の場合，SAT による探索で解が全

て存在し，SemiPerfect EMTL である．以上の結果と定理 4を

用いて正６面体において Perfect, SemiPerfect, Singular となる

[mv,me] を図 9に示す．
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図 9 正６面体 EMTL の種類と存在範囲
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4.3.4 正 ８ 面 体

[1, 1](n = 18) の場合の定和は 20 : 37 の範囲で存在する

可能性があり SAT による探索で解が 18 個全て存在しなかっ

た．[1, 2](n = 30), [2, 2](n = 36), [3, 2](n = 42) の場合，

SAT による探索で解が全て存在し，Perfect EMTL である．

[1, 3](n = 42), [2, 1](n = 24), [2, 3](n = 48), [3, 3](n = 54),

[4, 1](n = 36), [4, 3](n = 60)の場合，SAT による探索で解が全

て存在し，SemiPerfect EMTL である．

[3, 1](n = 30), 82, 135 が，[5, 1](n = 42) 192, 281 が singular

となっている．以上の結果と定理 4 を用いて正８面体において

Perfect, SemiPerfect, Singular となる [mv,me] を図 9に示す．
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図 10 正８面体 EMTL の種類と存在範囲

✓ ✏
命題 15 正多面体での [mv,me] EMTL の存在

( 1 ) 正４，１２，２０面体では mv ≥ 1 に対して me が

偶数の時，存在し，奇数の時には存在しない．

( 2 ) 正６面体では全ての mv ≥ 1, me ≥ 1 に対して存在

する．

( 3 ) 正８面体では mv = 1, me = 1 以外の全ての

mv ≥ 1,me ≥ 1 に対して存在する．
✒ ✑
証明は省略する．✓ ✏

命題 16 正多面体 EMTL の定和

( 1 ) 正４面体及び正１２面体は Perfect EMTL である．

( 2 ) 正２０面体は mod Perfect である．
✒ ✑
証明は省略する．

5. む す び

SAT ソルバーを用いた Magic Graph (EMTL) の構成の高速

化の方法について述べ，正多面体における EMTL の存在する条

件を明らかにした．SAT ソルバーを用いた探索の結果，EMTL

が存在することを実証し，Perfect 伝搬定理を用いてより大きな

値の mv,me に対して Perfect EMTL を示すことはできた．

今後の課題は以下の通りである．

( 1 ) 正８面体の mv = 1,me = 1 等の EMTL が非存在の証明

( 2 ) 一般化 Petersen グラフや多次元立方体などの大規模なグ

ラフに対する SAT ソルバーの適用

( 3 ) Singular 発生のメカニズム解明

( 4 ) Perfect, Semi/Module Perfect 伝搬定理の改良

( 5 ) Regular Graph から非 Regular graph への拡張
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